
傅利葉級數-1

傅利葉級數（Fourier Series）簡介

首先介紹什麼叫做週期函數（periodic function）
若函數 f(x)對所有實數均有定義，且存在某個正數 P，使得 f(x+p)= f(x)，對所有的 x 均成立。

則稱 f(x)為週期函數。此正數 P 為函數 f(x)的週期（period）。
一般 P 指最小值的週期。例如：sinx 的週期函數有2π、4π、6π、8π‧‧‧‧等，其週期為2π。

Sin2x 的週期函數有π、2π、3π‧‧‧‧等，其週期為π。
性質：若兩函數 f(x)與 g(x)週期都是 P，則 a f(x)+b g(‧ ‧ x)所組成的函數週期也是 P。

a 及 b 為常數。
例如：Sinx 與 Cosx 週期都是2π，則 Sinx+Cosx 週期亦為2π。

Sin2x 與 Cos2x 週期都是π，則 Sin2x+Cos2x 週期亦為π。
進入本單元之主題：主要應用在波（脈波、海浪水波、聲波等方面，振動）。

一般非週期函數如 ex，Sinx，
x1

1
可用多項式函數來表示。

如 ..........
!4!3!2!1

1
432


xxxx

e x ， .........1
1

1 432 xxxx
x




當 1x

以上是以泰勒展開式的觀念來展開即， .......4
4

3
3

2
210 xaxaxaxaae x 

..........43210 aaaaa 、、、、 叫做未定常數係數。

泰勒級數(Toylor’s  series)展開式（以任一點為中心之展開式）
Power series 羃級數

.......4
4

3
3

2
210 xaxaxaxaae x  （以點 x=0 為中心展開）

.......)0()0()0()0( 4
4

3
3

2
210  xaxaxaxaae x （以點 x=0 為中心展開）馬克勞林級數

.......)()()()( 4
4

3
3

2
210 axaaxaaxaaxaae x  （以點 x=a 為中心展開）泰勒級數

(1)把 x=0 代入得 e0=a0=1

(2)先微分一次後，再把 x=0 代入得→e0=（1）（a1）=1→a1=
!1

1

(3)先微分二次後，再把 x=0 代入得→e0=（1）（a2）=1→a1=
!2

1

可得到 ..........
!4!3!2!1

1
432


xxxx

e x

f(x) =f(x+p) p 為正數（無限多個）→存在最小值p→f(x)的週期 p
Sinx=Sin（x+2π）= Sin（x+4π）= Sin（x+6π）= Sin（x+8π）
Sinx，Cosx→2π=P
Tanx，Conx→π=P

註解 [w1]: 以 x=0 為中心

（Maclaurin’s series）馬克勞

林級數
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對週期函數可用三角函數（Trigonometic Series）來表示，即週期函數為2π的週期函數 f(x)，
則 .........)sincos()sincos()( 22110  xbxaxbxaaxf

或寫成 





1

0 )sincos()(
n

nn nxbnxaaxf

其中 0a （常數項）： ..........4321 aaaa 、、、 為 Cosx 函數項係數， ..........4321 bbbb 、、、 為 Sinx 函數項係數

各項係數求得公式如下：

（1）a0： 



dxxfa )(

2
1

0

求 a0：   


















1

0 )sincos(a)(
n

nn dxnxbnxadxdxxf












 


1

0 cossina
n

nn nx
n
b

nx
n
a 








                  =2πa0

 



02)( adxxf ，所以 




dxxfa )(

2
1

0 （π為正半週期，-π為負半週期）

（2）an： 



nxdxxfan cos)(

1
而n=1.2.3……

原來  





1

0 sincos)(
n

nn nxbnxaaxf

同乘上 cosmx 得  





1

0 cosmxsincosmxcoscosmxcosmx)(
n

nn nxbnxaaxf

  


















1

0 )cosmxsincosmxcos(cosmxacosmx)(
n

nn dxnxbnxadxdxxf

﹞﹝《 



 

1

0 mx)cos(mx)cos(
2

sin
n

n nxnx
a

mx
m
a 






 



dxmx)sin(mx)sin(

2
﹞》﹝ nxnx

bn

00  na na ，所以 



nxdxxfan cos)(

1

（3）bn： 



nxdxxfbn sin)(

1
而n=1.2.3……

bn求法同 an求法，同乘上 sinmx ，所以 



nxdxxfbn sin)(

1

以上稱為尤拉公式（Euler Formula）

而  





1

0 sincos
n

nn nxbnxaa 稱為週期為 2π之週期函數 f(x)的傅利葉級數（Fourier Series）

註解 [u2]: nx


cos(








21  dx
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例題：已知週期函數 f(x)定義如下：

 0,2
0,2)( 

 x當
x當xf 

 ，週期P=2π

試將 A. f(x)表成 Fourier Series B.證明
4

.......
7
1

5
1

3
1

1




解答：函數圖形如下：

此函數為奇函數，對稱原點。

（1）求 a0：   022
2
1

)2()2(
2
1

)(
2
1 0

00 



    


 




dxdxdxxfa

（2）求 an： 



  



 0

0
cos)2(cos)2(

1
nxdxnxdxan

0sin
2

sin
21 00 











  

nx
n

nx
n

（3）求 bn： 



  



 0

0
sin)2(sin)2(

1
nxdxnxdxbn








 
 

00 cos
2

cos
21


nx

n
nx

n
 0cos)cos()cos(0cos

2
 


nn

n
 


n

n
cos22

2


討論：當 n=奇數時  cosnπ=-1，bn= 
 nn
8

4
2

  n=1.3.5…..

當 n=偶數時  cosnπ=1，bn=  00
2


n

所求 A： 





 





......
7
7sin

5
5sin

3
3sin

1
sin8

sin)
8

()(
..5.3.1

xxxx
nx

n
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n 

當
2


x 





  ......)1(

7
1

)1(
5
1

)1(
3
1

)1(
1
18

2


.....
7
1

5
1

3
1

1
1

4



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偶函數(even function) f(x)=f(-x) ，例如：y=f(x)= 2x 及 y=cosx 圖形對 y 軸承對稱

偶函數(odd function) f(x)=-f(-x) ，例如：y=f(x)=x 及 y=sinx 圖形對 x 軸承對稱

cosx 為偶函數 sinx 為奇函數

偶 奇

ex：  2............)(  Pxxxf

偶*偶=偶 ，奇*奇=偶 ，奇*偶=奇
結論：

（Ⅰ）若 f(x)為偶函數則 bn=0







1

0 )sincos()(
n

nn nxbnxaaxf





nxdxxfbn sin)(

1 =0

 




  00 )()2)(
2
1

()(
2
1

dxxfdxxfa

 




  0
cos)()2)(

1
(cos)(

1
nxdxxfnxdxxfan

（Ⅱ）若 f(x)為奇函數則 an=0，a0=0

 




  0
sin)()2)(

1
(sin)(

1
nxdxxfnxdxxfbn

periodic function f(x) and period P=2π







1

0 )sincos()(
n

nn nxbnxaaxf is call Fourier series of f(x)





dxxfa )(

2
1

0 ……………(1)





nxdxxfan cos)(

1
………(2)





nxdxxfbn sin)(

1 ………(3)

(1). (2). (3)都是 Fourier Series Cofficients(傅利葉係數)
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當週期 P 為任意數目時(不一定是 2)， 則 f(x)之 Fourier Series?

Let  t
p

x
2

upper limit
2
p

 Lower limit
2
p



When
2
p

tx   t
p

x
px

tp
tx




2

2
2



Let
2
p

L  =helf period L is any positive number







1

0 )sincos()(
n

nn x
L

n
bx

L
n

aaxf


P=2L

（1）求 a0：   







L

L
n

L

L nn

L

L
dxx

L
n

bx
L

n
adxdxxf

1
0 )sincos(a)(


=2La0

所以 
L

L
dxxf

L
a )(

2
1

0

（2）求 an： 同乘上 x
L

m 
cos











 

1
0 cossincoscoscoscos)(

n
nn x

L
m

nxbx
L

m
nxax

L
m

ax
L

m
xf




L

L n dxx
L

m
x

L
n

a )coscos(


dx
L

nx
L

nxa

n

L

L

n ﹞﹝ 











1

mx)(
cos

mx)(
cos

2













 




 Lx

L
nm

nm
La L

L
n

n 2
)(

sin
)(21




)2)(
2

( L
an Lan

所以 
L

Ln xdx
L

n
xf

L
a


cos)(

1

（3）求 bn：求法同 an 求法

所以 
L

Ln xdx
L

n
xf

L
b


sin)(

1

If f(x) have period P=2L and L is any positive number then







1

0 )sincos()(
n

nn x
L

n
bx

L
n

aaxf



L

L
dxxf

L
a )(

2
1

0


L

Ln xdx
L

n
xf

L
a


cos)(

1        n=1.2.3……


L

Ln xdx
L

n
xf

L
b


sin)(

1
        n=1.2.3……

註解 [u3]: 
L

L L
nx mx)(

cos

nmwhenL ....2
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90(台大)

A period function whose definition in one period is t
t

tf 


3sin5
2

sin3)( 

-2<t<2 P=2-(-2)=4 Find the fourier Series of f(x)

Solution： 





1

0 )sincos()(
n

nn t
L

n
bt

L
n

aatf


and fourier coefficients as follow

因為 f(t) is odd function （奇函數）

所以 We write 





1 2

sin)(
n

n t
n

btf


and dtt
n

ttbn )
2

)(sin3sin5
2

sin3(
2

2 











   

dtt
n

tdtt
n

t
2

2

2

2 2
sin3sin5

2
sin

2
sin3

2
1 
















 






   

2

2

2

2
)

2
3cos()

2
3cos(

2
5

2
)1cos(

2
)1cos(

2
3

2
1

dtt
n

t
n

dttntn 


當 n=1 時 6
2

)1cos(
2
3 2

2
  tdtn


…..b1

當 n=6 時 10)
2

3cos(
2
5 2

2



 tdt

n
 …..b6

上式=   53106
2
1

 =b1+b6

所以 





1 2

sin)(
n

n t
n

btf


= t
t




3sin5
2

sin3 

90(台大)

Consider the two2π-periodic function as define below
F(x)=x for -π<x<π
G(x)=x2 for -π<x<π

Let )(xS f denote the Fourier Series of f(x).Then )(xS f can be expressed as







1

1 sin)1(
2

)(
n

n
f nx

n
xS

（a）Determine the valume of )1(fS and )(fS

（b）Let 





1

0 )sincos()(
n

nng nxBnxAAxS Find the values of 0A ， 5A ， 5B

Sol：
（a）當 x 介於-π<x<π之間則 f(x)之值等於 x 之值

)1(fS =1



傅利葉級數-7

)(fS =0

（b）g(x)為偶函數

33
1

)2(
2
1 2

0
3

0

2
0





  xdxxA

25
4

25
22

5cos)2(
1

00

2
5   




xdxxA

05sin)2(
1

0

2
5  




xdxxB







  ......4sin

4
1

3sin
3
1

2sin
2
1

sin
1
1

2)( xxxxxS f

so that 1......4sin
4
1

3sin
3
1

2sin
2
1

1sin
1
1

2)1( 






 fS

Complex form Fourier Series

..........
!6!4!2

1cos
642


xxx

x

..........
!7!5!3

sin
753


xxx

xx

..........
!3!2!1

1
32


xxx

e x

..........
!4
)(

!3
)(

!2
)(

!1
1

432 ixixixix
e ix 

..........
!4!3!2

1
432


xixx

ixe ix

biaZ  (a：real part 實部) (b：Inaginary part 虛部)

........)
!7!5!3

()..........
!6!4!2

1(
753642


xxx

xi
xxx

e ix ………尤拉公式

xixe ix sincos  ……………(1) 或  sincos ie i 
)sin()(cos xixe ix  …….(2)

xixe ix sincos  …………. (3)

(1)+ (3)
2

coscos2
ixix

ixix ee
xxee


 



(1)- (3)
i
ee

xxiee
ixix

ixix

2
sinsin2


 









1

0 )sincos()(
n

nn x
L

n
bx

L
n

aaxf


for p=2L
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





1

0 )sincos()(
n

nn nxbnxaaxf   for p=2π→L=π

n

inxinx

n a
ee

nxa *
2

cos*


 ………………………………(1)

n

ixix

n

ixix

n b
ieie

b
i
ee

nxb *
2

*
2

sin*









….……. (2)   (同乘上 i)

(1)+ (2) )(
2
1

)(
2
1

sincos nn
inx

nn
inx

nn ibaeibaenxbnxa  

所以 









 

an

inx
nn

inx
nn eibaeibaaxf )(

2
1

)(
2
1

)( 0

令 )(
2
1

nn iba  =Cn

)(
2
1

nn iba  =Kn

則  





an

inxinx KneCneaxf 0)(

而 Cn=  



  




dxnxxifnxxfiba nn sin)(cos)(

1
2
1

)(
2
1

  



dxnxinxxf sincos)(

1
2
1







dxexf inx)(

2
1

C-n=Kn












n

inx

n

inx neCCneaxf 0)( n=1.2.3…..







n

n

inxCnexf )(







dxexfCn inx)(

2
1

.............2.1.0 n

Compiex form of Fourier Series
任意週期函數





L

L

x
L

n
i

dxexf
L

Cn


)(
2
1

傅利葉積分（Fourier Integrals）
→針對非週期函數（non periodic function）



傅利葉級數-9

週期為2+λ，λ=1

週期為2+λ，λ=4

週期為2+λ，λ=
   →求瑕積分(Inproper Integrals)

We can define the periodic function in Figs.la and lb by

 1..1
11..0)( 
 x

xxF  …………………………(1)

Where  is the distance between pulses. Then the period of )(xF is 2

.so half the period is 21  .Since )(xF is even.it has a Fourier cosine Series with























 



1

0

21
cos)(

2
4

dx
xn

xfan

 





 




1

0
2

2
cos

2
4

dx
xn






Since )(xF =0 on  11 x . Hence

0.......
2

2
sin

2
2

)2(
2sin)2(

2
4 1

0 


































 n

n
nn

xn
an 









and

2
4

0 



a

Thus

)
2

2
sin()

2
2

cos(
12

2
4

)(
1



 








n

xnn
n

xF






 ……………(2)

Now set )2(
2

 
ntn and observe that )2(

2
1   


nn ttt for n=0.1.2.3…Hence(2) can be 

rewritten as

txt
t

tt
xF

n
n

n

n 


 




)cos(
)sin(2

)(
1 ……………….……(3)

If we take the limit of the right side of (3) as  ,and note that 0t
,we obtain
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txt
t

t
xF

n
n

n

n

t
 






)cos(
)sin(2

lim)(lim
1

…………………(4)

since the first term on the right side of (3) vanishes. The right side of (4) defines an (improper) definite
integral where the integrand is evaluated at the left endpoint of the nterval  1, nn tt of length t .

Hence







0

)cos(sin2
lim)(lim)( dt

t
txt

xFxF
t 

………………(5)

Thus, if this procedure holds, we have represented F(x)(the function in Fig. 1c) as an improper
integral(5).
We now adapt the procedure in Exampie 1 to an arbitrary periodic function F  of period 2λ. Assume 

)(xF can be represented by a Fourier Series









 

1

0 sincos
2

)(
n

nn
xn

b
xn

a
a

xF






 ………………..(6)

where









dx
L

xn
xfan cos)(

1
…………………………..(7)

and









dx
L

xn
xfbn sin)(

1
…………………….……..(7)

Substitute 
ntn  and observe that 

  nn ttt 1 in (6) and (7) to obtain

tduutxFxtduutxFxtdxxFxF
n

nnnn 



    












 



   1

)sin()()sin()cos()()cos(
1

)(
2
1

)(

                         ………………….……..(8)
If we let  ,then 0t and we have

  













   1

)cos()()cos((lim
1

)(
2
1

lim)(lim)(
n

nn duutxFxtdxxFxFxF 《

))sin()()sin( dtduutxFxt nn 》


  ...(9)

If





dxxF )( .…………………………………(10)

that is.if F(x) is absolutely integrable on R, then the first in (9) is zero and

  










 



  dtdutuuFtxdutuuFtxxF )sin()(sin)cos()(cos

1
)(


This may be rewritten in the form

 



0

sin)(cos)(
1

)( dttxtBtxtAxF


…………….(11)
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where















tuduuFtB

tuduuFtA

sin)()(

cos)()(
………………………….(12)

例題：

 1...
0...0)( 

 xx
xxF

sol： 



 txdxuFtA cos)()(











1

1

1

1
coscoscos txdxxtxdxxtxdxx


1

1

1
1 sin

1
sin txdx

t
tx

t
x 1

12 cos
1

)1sin(
1

sin
1







 


 tx

t
t

t
t

t

 tt
t

)1cos(cos
1

0 2  =0





 txdxuFtB sin)()(











1

1

1

1
sinsinsin txdxxtxdxxtxdxx








1

1

1
1 cos

1
cos txdx

t
tx

t
x 1

12 sin
1

)1cos(
1

cos
1







  tx

t
t

t
t

t

2

sin2cos2
t

t
t

t












 


0 2 sin

sin2cos21
)( txdt

t
ttt

xF
 







 


0 2 sin

sincos2
txdt

t
ttt


交大(90)

prove that 






0 2 0...0
1

sincos
xdw

wxwxw


0...
2

x


0...  xe x

 0...0
0...

)( 
 x

xe
xF 

 



0

sin)(cos)(
1

)( dttxtBtxtAxF










 txdxetxdxuFtA x coscos)()( 
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 





 02 sincos
1

wxwwx
e x


 21 














 txdxetxdxuFtB x sinsin)()(   






 02 cossin
1

wxwwx
e x




21 




w

所以 














0 21

sincos1
)( dw

wxwxw
xF




 














0 21

sincos
dw

wxwxw


當 x<0 時 F(x)=0，x>0 時 xexf )( ，x=0 時
22

0
)(





xf

羃級數（Power Series）

羃級數法的理論基礎：羃級數為一無窮級數，其形式為

.......)()()()( 4
4

3
3

2
210 axcaxcaxcaxcc 

其中 .......,,,, 43210 ccccc 為常數，叫做係數（Coefficients），a 亦為常數，叫做中心（center），x 為

變數。通常羃級數有一個所謂收斂區間（Convergence interval），此區間以 x=a 為中心，向兩邊展
開一段距離為 R，則 R 叫做收斂半徑（redius of convergence）。
當 x 值在收斂區間內，該羃級數可收斂（convergence）
當 x 值在收斂區間外，該羃級數可發散（divergence）

收斂區間可用│x-a│< R表示：

R R

X = a - R X = a X = a + R X

Example：

羃級數 .......1 432 xxxx  ，其收斂區間 │x│< 1
How to determine the redics of convergence R ? （如何決定收斂半徑）

(1) mm
C

R 
lim

1
其中 mC ， 1mC 為羃級數的係數
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(2)
m

m

m C
C

R
1lim

1 


 R 可能為 0，，有限數

Example：決定下列羃級數之收斂半徑 R.

(1) 





0

432 .......1
n

nxxxxx ，sol： 1
1
1

lim
1


mR

1R 即 1Rx

(2) 





0

432

.......
4321

1
n

n

n
xxxxx
！！！！！

R ， sol： 0
1

1
lim

1
)1(

1

lim
1








 n

n

n
R mm

！

！
R

(3) 





0

432 )(.......)4()3()2()1(1
n

nxnxxxx ！！！！！ ， sol： 





)1(lim
)1(

lim
1

n
n

n
R mm ！

！

0R
常見的函數，可以寫成羃級數的形式，例如：

.........1
1

1 432 xxxx
x




│x│< 1 ， ..........
!4!3!2!1

1
432


xxxx

e x 泰勒級數展開法

..........
!7!5!3

sin
753


xxx

xx ， ..........
!6!4!2

1cos
642


xxx

x

定義：可解析（analytic）
一個函數 f(x)，若可以寫成羃級數形式（R>0），即

.......)()()()()( 4
4

3
3

2
210 axcaxcaxcaxccxf 

則此函數 F(x)，叫做在 x=a 可解析。
定理：在方程式 )()()( xryxgyxfy  中，若係數 f(x),g(x),r(x)在 x=a 可解析，則該方程式的

每一個解 y(x)在 x=a 也可解析。羃級數解法步驟：
已知 D.E )()()()( xryxgyxfyxh  ………(A)

(1)將函數 )(),(),(),( xrxgxfxh 化成羃級數

(.....)(.....)(.....)(.....) ryyy  …………………(B)

(2)假設 D.E 的解，可以解析，即 ..............3
3

2
210  xcxcxccy

其中 .....,.........,,, 3210 cccc 為未定係數

(3)將 y 微分 yyy ,,  代入(B)式中，整理後可得

0..............3
3

2
210  xkxkxkk

其中 .....,.........,,, 3210 kkkk 包含未定係數 .....,.........,,, 3210 cccc

(4)不管 x 值如何，上式橫成立，則
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















0
0

0

2

1

0

k
k

k

從這些係數方程式中，可解出 .....,.........,,, 3210 cccc

所求 ..............3
3

2
210  xcxcxccy

Example： 解 0 yy

sol： 設其解
..............32

..............
2

321

3
3

2
210





xcxccy

xcxcxccy
代入式中，得

0..........)4()3()2()( 3
34

2
231201  xccxccxcccc

得























0

0
0

0

34

23

12

01

cc

cc
cc

cc

保留 c0 為任意常數，解得




























！

！

42
1

3
1

4
1

32
1

3
1

2
1

2
1

0
04

0
03

012

01

c
cc

c
cc

ccc

cc

所以 







 ..............

432
1

432

0 ！！！
xxx

xcy

xecy 0

推廣的羃級數法（適用在 x=0 不可解析），又稱 Frobenius Method
我們已知 D.E )()()( xryxgyxfy  ，若 )(),(),( xrxgxf 在 x=0 可解析，則可假設其解

..............3
3

2
210  xcxcxccy

但是有一些重要的微分方程，其係數在 x=0 處不可解析，例如

    Bessel’s equation 
0

)(1
....

0)(

2

22

222








y
x

vx
y

x
y

yvxyxyx

整理後
在 x=0 處不可解析

How to slove 0)()(2  yxgyxxfyx
定理：微分方程 0)()(2  yxgyxxfyx ，若 f(x)，g(x)在 x=0 可解析，則至少有一解可寫

如下式之形式：

 .............3
3

2
210  xcxcxccxy r 且 00 c
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Frobenius Method：解題步驟
(1)首先將 f(x)，g(x)展開成羃級數。

(2)假設方程式的解為  .............3
3

2
210  xcxcxccxy r ， 00 c

其中 ............,,,, 3210 ccccr 為未定係數

(3)將 yyy ,, 代入方程式中，整理後得

0........(.....)(.....)(.....) 21   rrr xxx
(4)令 ........,, 21  rrr xx 之各項係數為 0，可得到一組係數方程式。從第一個係數方程

式，得 02  barr ………指示方程式（indicial equation）
解次方程式，可得 r1.r2

(5)用 r=r1 和 r=r2 代入其餘的係數方程式中，可得兩解。

第一解：  .............3
3

2
210

1  xcxcxccxy r

第二解： y2 有三種可能性，分別討論如下：
Case1  2121 , rrrr 整數

用 r =r1 代入係數方程式中，可解出一組係數 ............,,, 3210 cccc

 .............3
3

2
210

1  xcxcxccxy r

用 r =r2 代入係數方程式中，可解出一組係數 ............,,, *
3

*
2

*
1

*
0 cccc

 .............3*
3

2*
2

*
1

*
0

2  xcxcxccxy r

則原式之通解 21)( ByAyxy  ，A 、 B 為任意係數
Case2 21 rr 

用 21 rrr  代入係數方程式中，可解出一組係數 ............,,, 3210 cccc

 .............3
3

2
210

1  xcxcxccxy r

第二解 y2 用參數變化法求出：

令 12 yuy  即
1

2

y
y

u  ，則 112 yuyuy 

1112 yuyuyuy  代入方程式中，解出

.............ln 3
3

2
21  xkxkxkxu

 .............ln 3
3

2
21112

1  xAxAxAxxyuyy r

則原式之通解 21 ByAyy 
Case3  2121 , rrrr 整數 )( 21 rr 設

用 r =r1代入係數方程式中，可解出一組係數 ............,,, 3210 cccc



傅利葉級數-16

 .............3
3

2
210

1  xcxcxccxy r

第二解 y2 用參數變化法求出：令 12 yuy 

解得  .............ln 3
3

2
210112

2  xAxAxAAxxkyuyy r

則原式之通解 21 ByAyy 

Example： 解 0)
36
5

( 2  yxyx

Sol Assume 其解 





0

)(
m

rm
m xCxy ， 00 C

則 





0

1)(
m

rm
m xCrmy ， 






0

2)1)((
m

rm
m xCrmrmy

代入式中，得

0)
36
5

()1)((
0

2

0

22  











m

rm
m

m

rm
m xCyxxCrmrmx

將上述展開

.........)1)((.....)2)(1()1)(()1( 2
2

1
10   sr

s
rrr xcsrsrxcrrxcrrxcrr

0.........
36
5

.....
36
5

36
5

36
5 2

2
1

10   sr
s

rrr xcxcxcxc

令 rx 項的係數為零，得 0
36
5

)1( 00  ccrr ， 00 c

即 0
36
52 rr ………Indical Equatiob（指示方程式）

二根為
36
5

r ，
6
1
（Beleng to case Ι）

在另 ...............,........., 21 srrr xxx  各項係數為零，得下列係數方程式















































0
36
5

)1)((

0
36
5

)1)(2(

0
36
5

)1(

3

202

11

scrcsrsr

ccrcrr

crcr

…………………(A)
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偏微分方程式（Partial Differential Equations）

到目前研究之物理系統主要都是以常微分方程式敘述。現在本章將一些特殊物理現象之描述
用偏微分方程式加以分析，在物理工程上，一些參數值假設常導成常微分方程式，而連續分佈量

之假設（譬如：一個場）常導致偏微分方程式（簡稱 PDE），例如變形的固體、電磁場、流體力
學、空氣動力、污染物之擴散、振動及熱傳導等等。本章將作 PDE 的基本觀念介紹，然後用變

數分離法配合傅氏級數之展開解一些工程上常見的線性 PDE，當然若處理非線性 PDE 唯有靠數
值分析（譬如：有限差分法或有限元素法）來求其數值解了。因工程上所遭遇之問題以二階線性
PDE 居多數，故以下各節中將逐步導論述種重要 PDE 之建立及其解法。
偏微分方程式的概念（concepts of PDE）
PDE 的基本名稱：含有二個或二個以上自變數之函數的一個或一個以上偏導述所組成之方程式，
稱為偏微分方程式。

例如： 022
2

2

2














xu
y
u

u
yx

u
xy

x
u

u

其中 u=（x , y）為 x , y 的函數。其階、次、齊次之判斷如下：
1.最高階偏導數的階，稱為此 PDE 之階（order）。而最高階偏導數的次，稱為此 PDE 的次

（degree）。上式為二階一次 PDE。
2.每一項中只含函數或含偏導數且為一次者，稱為線性 PDE，否則稱為非線性。上式為非線

性 PDE。
3.每一項皆含有函數或其偏導數者，稱為齊次 PDE，否則稱為非齊次 PDE。上式為非齊次

PDE。
工程上常見的線性二階 PDE：

一維波動方程式 ： 2

2
2

2

2

x
u

c
t
u








一維熱傳導方程式 ：
2

2
2

x
u

c
t
u








二維 Laplace 方程式 ： 02

2

2

2









y
u

x
u

二維 Poisson 方程式 ： ),(2

2

2

2

yxf
y
u

x
u









三維 Laplace 方程式 ： 02

2

2

2

2

2













z
u

y
u

x
u

其中 c 為參數，t 為時間，而 x、y、z 為直角座標。除了二維 Poisson 方程式為非齊次方程式，
其餘皆為齊次 PDE。
One-Dimension Wave Equation：（一維波動方程式）
求解 PDE 的方法有：



傅利葉級數-18











變數轉換法

傅利葉級數法
拉卜拉式法
分離變數法

.4

.3

.2
.1

u 拉開後
t=0 彈性弦(拉開前)

A B x
x=0 x=L

L=弦長


























0

2

2
2

2

2

)...()0,().........0,(

).()....,()..........(

..............

tt
u

xfxuxu

tlutouCB
x
u

c
t
u

最初條件

邊界條件

運動方程式

位移函數 u ( x , t )
任意時間（0 振動停止之時間）

任意一位置（0 與 L 之間）

Solution： u ( x , t ) = F( x ) * G( t )

Assume 則


















GF
x
u

GF
t
u

2

2

2

2


代回 M.E(運動方程式)

GFCGF  2

)(
)(

)(
)(

2 xF
xF

tGC
tG 




=定值=比例常數=k












只討論此項

無物理意義

....0
0

....0

當 k<0 時才有價值解答，令 k=-P2

obtain















(2)............0)(

(1)...................0

22
2

22

GCPGP
GC

G

FPFP
F
F


O.D.E

由(1)式 piDPD  ....022 (共軛虛根)
通解  ..sincos)( pxbpxAxF B.C(空間變數)

0)( 22 CPD
  ..sincos)( ptDptCtG I.C(時間變數)
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先看滿足 B.C







0sin0sincos)(0),(
0000cos)0(0),0(

plBplBplAlFtlu
ABsionAFtu

)(.....3.2.10sin..0 為多值強迫
l

m
pmmplplB

 

........3.2.1sin)(  m
l

xm
BxFm























l
x

BxF

l
x

BxF

l
x

BxF







3
sin)(

2
sin)(

sin)(

3

2

1

u ( x , t ) = F( x ) * G( t )

00 00 



 tt GGFGF
t
u 

又 ptCPDptCPCG cos)sin(  

t=0 代入 0010  DCPDCP

........3.2.1cos)(   m
l

xm
CxGm





























l
t

CtG

l
t

CtG

l
t

CtG







3
cos)(

2
cos)(

cos)(

3

2

1

可以找出滿足 M.E 及 2 個 B.C 及 1 個 I.C 的解

........3.2.1cossin)()(),( 








  m

l
tm

C
l

xm
BtGxFtxu mmm



........3.2.1cossin),(  m
l

tC
l

xm
Etxu m

m



又 I.C ).()0,( xfxu  得 1sin)( 
l

xm
Exf





l
xm

xf
E


sin

)(
常數(不符合要求)
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



















.
3

cos
3

sin),(

.
2

cos
2

sin),(

.cossin),(

3

2

1

l
t

l
x

Etxu

l
t

l
x

Etxu

l
t

l
x

Etxu







2

2
2

2

2

x
u

c
t
u








….…………..(1)

疊加原理（Superposition principle）
若 u1 為(1)式的第一解

u2 為(1)式的第二解

2
1

2
2

2
1

2

x
u

c
t
u








….……..(2)

2
2

2
2

2
2

2

x
u

c
t
u








….……..(3)

(2)+(3) 21212

2
2

212

2

)()( uuuu
x

cuu
t









亦是(1)式的一個解

設所求的 ......),( 321  uuutxu











11

cossin),(),(
m

m
m

m
m l

tC
l

xm
Etxutxu



I.C ).()0,( xfxu  代入， 





1

sin)(
m

m l
xm

Exf


在 Fourier Series







1

sin)(
m

m l
xm

Bxf



L

m xdx
L

m
xf

L
B

0
sin)(

2 
定積分→常數


L

m xdx
L

m
xf

L
E

0
sin)(

2 

（90）中央
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一階常微分方程式（Ordinary Differential Equation of the First Order）

微分方程式的定義（Defintion of D.E）
在一個方程式當中，含有一個或一個以上未知函數的導函數者，叫做微分方程式。

例： xxy 2cos  ， xeyyy  2 其中 y(x)為未知函數
y， y為未知函數 y(x)之導函數

函數的導函數（Derivative of Function）
函數的導函數為因變數增量（increment）對自變數增量的比值所取的極限值。若函數 y=f(x)，則
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y 對 x 的導函數為
x
y

y
dx
dy

x 



 0

lim

若函數的導函數，僅含有一個自變數（independent variable）者，稱為常導數（Ordinary derivative）。

例：
dt
dy

ty
dx
dy

xytyxy  )(..,..)()().,.(

若函數的導函數，含有二個或二個以上的自變數者，稱為偏導數（partial derivative）

例： xu
x
u

yxy 



).,.( 、 yu
y
u





、 xxu
x
u





2

2

、 xyu
yx

u





x
u

tyxy



).,..,.( 、
y
u



、
t
u



，
tx

u


2

‧‧‧‧‧‧

微分方程式的分類（type）

若微分方程式中，所含的導數，皆為常導數者，則此方程式稱為常微分方程式（Ordinary D.E）,
簡寫為 O.D.E

例： )(.

,..,..0

042

04

2

32 xy

babxyyaxyx

xxyy

yy

未知函數

為常數













若微分方程式中，所含的偏導數者，則該方程式稱為偏微分方程式（partial D.E）,簡寫為 P.D.E

例： 02

2

2

2









y
u

x
u

，未知函數 u(x,y)

2

2

2

2

4
t
u

x
u








，未知函數 u(x,t)

微分方程式的階（order）與次（degree）：
微分方程式中最高階導數的階數，稱為該 D.E 的階數。
例： xy cos 一階一次 D.E

xyyy 33  三階一次 D.E

若將 D.E 中所有導數整理之後，所得到最高階數的最高羃次，就稱為該 D.E 的次。

例： 02  yyx   ……….一階一次 O.D.E

yyyyyy  33 0

yyy  23 )( ….二階二次 O.D.E

yx
y
u

x
u

x 22)( 







….一階二次 P.D.E

02

2

2

2









y
u

x
u

…….…一階二次 P.D.E

線性 D.E 與非線性 D.E 之定義：
在微分方程式中，因變數及所有導數的羃次皆為一次方者，且無相互乘積項，則稱該 D.E 線
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性微分方程式（Liner D.E），否則稱為非線性微分方程（Nonliner D.E）。

例： L.D.E


























0)()(

03)(

03103
22

y
u

y
x
u

x

yyxxyx

yyy

N.L.D.E







03
0)(3 3

yyy
yy

微分方程的解（solution）：
微分方程式的解為能滿足微方程程式的函數。
例： xy cos 的解有 y=sinx，y=sinx+3，y=sinx-4/5，……………

以上得之一個微分方程式通常具有許多解。
將以上的解可以寫成 y=sinx+c，c 為 constant 簡寫，代表任意常數項。

將含有任意常數的解，叫做通解（general solution）。如果指定任意常數項為一個固定值的解，
叫做特解（particular solution）
決定特解中任意常數項可依下列兩個條件：

1.最初條件（Initial Condition）簡寫成 I.C：
此為與時間 t=0 那瞬間有關之條件。
如某運動質點，再時間 t=0 時之速度為 V0，則 V(0)=V0 為 I.C。

2.邊界條件（Boundary Condition）簡寫成 B.C：

（90）北科

解

（90）北科
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解

（90 北科）

解

（90）北科

解
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